Обобщенные законы Гаусса by Крутой, Б. Ф.
Pi 3 B E C T И я
ТОМСКОГО О РДЕН А  ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО
Том 93 ИНСТИТУТА имени. С. М. КИРОВА 1938 г.
О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е  З А К О Н Ы  Г А У С С А  
Б, Ф. КРУТОЙ
(Представлено научным семинаром кафедр маркш ейдерского дела и геодезии)
Обозначим чеоез
Вер (S =  х) =  ч)(х)
вероятность того, что измеренное значение независимой случайной 
величины S будет равно х.  Эта вероятность хорошо согласуется с 
опытом, если ее подсчитывать в соответствии с точечным законом 
Гаусса [Ï]
Вер (S --- х) — с& (x) z= — у—  е
* Y iLTZ
Закон Гаусса (1) выражается кривой, изображенной на рис. 1-
( П
-(X1-C j= +[Л-с)
Рис. 1. Кривые законов Гаусса : обычных (1) и обобщ енных ( I I )
В х о д я щ и е  в (1) в е л и ч и н ы  с и а— п а р а м е т р ы ,  у с т а н а в л и в а е м ы  
п р е д е л ь н ы м и  р а в е н с т в а м и
с =  С S =  пред. - E i -
Д - - *  CO П
, e * =  C[S —  Cl]2 =  пред.
П"+со
п
Ъ Ё ‘-  С)‘ (2 і
П
где С — з н а к  с р е д н е г о  з н а ч е н и я  п е р е м е н н о й  в е л и ч и н ы ,  а х ,— о д н о  из
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в о з м о ж н ы х  з н а ч е н и й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  Е. П а р а м е т р  с н а з ы в а е т с я  
с р е д н и м  з н а ч е н и е м  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  Е, а п а р а м е т р  а —- с  p е  д -  
н и м  р а з б р о с о м  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  Е.
В д е й с т в и т е л ь н ы х  н а б л ю д е н и я х  в м е с т о  в о з м о ж н ы х  з н а ч е н и й  X1 
с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  E мы п о л у ч а е м  е е  и з м е р е н н ы е  з н а ч е н и я  Xh п р и ­
ч е м  ч и с л о  н а б л ю д е н и й  ѣ в с е г д а  о г р а н и ч е н о .  В  э т о м  с л у ч а е  п а р а м е т р ы  
с и а, в х о д я щ и е  в ( 1 ) и о п р е д е л я е м ы е  п р е д е л ь н ы м и  р а в е н с т в а м и  ( 2 ), 
з а м е н я ю т с я  и х  н а б л ю д е н н ы м и  з н а ч е н и я м и  снаб =  х  и зна6 =  тп, к о ­
т о р ы е  н а х о д я т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
п
i
^наб —  х " L = ѵ т  2  <•*<-*?■ <2а)
І 1 / - I
В м е с т о  ж е  ( 1 )  мы п о л у ч и м  т о г д а  п р и б л и ж е н н о
i _  (*-*?
В е р  (£ =  х )  =  ?  ( х )  «  — = - e  2т’ • ( l a )
m у 2 тс
О б о з н а ч и м  д а л е е  ч е р е з
В е р  (х% <  E <  х 2) =  Ф ( х ь  х 2)
в е р о я т н о с т ь  т о г о ,  что  и з м е р е н н о е  з н а ч е н и е  н е з а в и с и м о й  с л у ч а й н о й  
в е л и ч и н ы  E б у д е т  з а к л ю ч е н о  в г р а н и ц а х  ( X 1 E х 2), г д е  X 11 X 2—  
з а д а н н ы е  н а п е р е д  ч и с л а .  Т о г д а  р а с ч е т ы  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  е с л и  
В е р ( Е - х )  при X  п е р е м е н н о м  с л е д у е т  т о ч е ч н о м у  з а к о н у  Г а у с с а  ( I ) 1 
т о  в е р о я т н о с т ь  н а х о ж д е н и я  E в п р е д е л а х  ( х а < ! Е < ; х 2) о п р е д е л я е т с я  
и н т е г р а л ь н ы м  з а к о н о м  Г а у с с а
Jt5 (z—c)%
В е р  [X1 <  S <  х 2) =  Ф ( X 1, х 2)  ------ E = -  Ce 2° dz,  (3 )
о у  2 «  J
X1
г д е  п е р е м е н н о е  х  о б о з н а ч е н о  ч е р е з  z. В с т а в л я я  в ( 3 )  в м е с т о  п а р а ­
м е т р о в  с, о и х  н а б л ю д е н н ы е  з н а ч е н и я  x = z  и т. в ы ч и с л е н н ы е  с о ­
г л а с н о  ( 2  а ) ,  мы в м е с т о  (3)  б у д е м  и м е т ь  с л е д у ю щ е е  п р и б л и ж е н н о е  
р а в е н с т в о :
S (Z — Zp
В е р  (X1 <  E <  х 2) =  Ф(хх,х?)^  — Г е 2т' dz.  ( З а )
J
В о п р о с  о  в ы ч и с л е н и и  и н т е г р а л о в  вида ( 3 )  или  ( З а )  р а с с м о т р и м  н е ­
с к о л ь к о  п о з ж е .
В ы я с н и м  п р о и с х о ж д е н и е  м н о ж и т е л я  (з\/2к)~~1, в х о д я щ е г о  в о с ­
н о в н ы е  р а в е н с т в а  ( 1 )  и ( 3 ) .  С э т о й  ц е л ь ю  н а п о м н и м  н е к о т о р ы е  
о с о б е н н о с т и  д а н н о г о  Г а у с с о м  в ы в о д а  е г о  и н т е г р а л ь н о г о  с о о т н о ш е н и я  
<3j, [2J.
П р и  в ы в о д е  р а в е н с т в а  ( 3 )  Г а у с с  и с х о д и т  и з  В е р ( Е  =  х ) ,  з а д а н -
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(X CF 
~ 'Ici
В е р ( Е —: л ) =  fŸ (х ) =  Ae , (Ібѵ
>
г д е  м н о ж и т е л ь  А е с т ь  н е и з в е с т н а я  п о к а  в е л и ч и н а ,  о п р е д е л я е м а я  п о д  
к а к и м - н и б у д ь  д о п о л н и т е л ь н ы м  у с л о в и е м .  П о э т о м у  в м е с т о  ( 3 )  мы  
и м е е м  п е р в о н а ч а л ь н о  д л я  В е р ( Х і < С £  <  +>) с л е д у ю щ е е  о б щ е е  в ы р а .  
ж е н и е :
-ч a  -g)3
/
2б*
е  d z .  ( 3 6 )
-Ч
М н о ж и т е л ь  А,  в х о д я щ и й  в ( 3 6 ) ,  Г а у с с  н а х о д и т  из  т о г о  с о о б р а ж е н и я , ,  
ч т о  при X 1 — — оо, х 2 == -+ OO
В е р  (—  оо <  £ <  -R со )  =  ф  ( —  OO, -R со) =  1 .
О т с ю д а  д л я  о п р е д е л е н и я  н е и з в е с т н о г о  А п о л у ч а е м  о ч е н ь  п р о с т о е  
у р а в н е н и е
-+оо (z сF
, Г ,
A j e  d z — \ .  (л)
ной в бол ее общ ем, чем (1), виде
В в о д я  з д е с ь  п о д с т а н о в к у
i = ï = t
о
и у ч и т ы в а я  ч е т н о с т ь  п о д и н т е г р а л ь н о й  ф у н к ц и и ,  б у д е м  и м е т ь  в м е с т о  (а]
г*
2 о A J e  " dt  — 1 . (б)
о
H o ,  как  и з в е с т н о ,
œ
I
dt  =  У 2  * .
П о э т о м у  д л я  м н о ж и т е л я  А Г а у с с  п о л у ч а е т  из  (б) с л е д у ю щ е е  о к о н ­
ч а т е л ь н о е  з н а ч е н и е :
А =  T p F ;  =  Аг ' • (4!
ч т о  с о г л а с у е т с я  с (1)  и (3 ) .  В м е с т е  с т е м  из (1)  в ы т е к а е т ,  ч т о  при
JC1=Z —  OO, X2 =  +  со
Ф (-- со) =  Cp (-R OO ) е =  0, (le)
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т о  е с т ь  о б е  в е т в и  г а у с с о в с к о й  к р и в о й  ( і )  к а с а ю т с я  о с и  X  на б е с к о ­
н е ч н о с т и  (р и с .  1 ).
О б с у д и м  у к а з а н н у ю  о с о б е н н о с т ь  г а у с с о в с к о й  к р и в о й  ( I ) .  Т о  о б ­
с т о я т е л ь с т в о ,  ч т о  т о ч е ч н ы й  з а к о н  Г а у с с а  (1) ,  о т в е ч а ю щ и й  э т о й  к р и ­
в о й ,  д а е т  д л я  В е р  (с =  X)  з н а ч е н и е  0  т о л ь к о  при х = ± о о ,  п р о т и ­
в о р е ч и т  н а ш е м у  п р е д с т а в л е н и ю  о  д е й с т в и т е л ь н ы х  г р а н и ц а х  в о з м о ж ­
н ы х  з н а ч е н и й  Xi н е з а в и с и м о й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  S п р и  з а д а н н ы х  
у с л о в и я х  е е  и з м е р е н и я .  Б о л ь ш о й  п р о и з в о д с т в е н н ы й  о п ы т  у б е ж д а е т  
нас,  ч т о  п р и  о т с у т с т в и и  г р у б ы х  о ш и б о к  н а ш и  и з м е р е н и я  д а ю т  д л я  
н е з а в и с и м о й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  S р я д  н а б л ю д е н н ы х  з н а ч е н и й  Xit н е  
в ы х о д я щ и х  и з  д о в о л ь н о  у з к и х  п р е д е л о в  % < Х / < Х 2, о п р е д е л я е м ы х  
т о ч н о с т ь ю  п р и б о р о в  и в л и я н и е м  в н е ш н е й  с р е д ы .  Н а п р и м е р ,  и з м е р я я  
д л и н у  л и н и и  d =  1 0 0 0 , 0  м в с р е д н и х  у с л о в и я х  2 0 - м е т р о в о й  л е н т о й  
с о  ш п и л ь к а м и ,  мы н е  м о ж е м  д о п у с т и т ь ,  ч т о  при о т с у т с т в и и  г р у б ы х  
п р о м а х о в  и з м е р е н н ы е  з н а ч е н и я  d t д л и н ы  d  м о г у т  д о с т и г а т ь  п р е д е л ь ­
н о й  в е л и ч и н ы  X1 =  9 9 5 , 0  м и ли  X2 =  1 0 0 5 , 0  м.  П о д о б н ы м  ж е  о б р а з о м  
п р и  и з м е р е н и и  г о р и з о н т а л ь н о г о  у г л а  Y =  7 5 ° І 8 ' 3 5 "  т е о д о л и т о м  с 
ц е н о й  о т с ч е т н о г о  п р и с п о с о б л е н и я  ^ =  2п у  г о р и з о н т а л ь н о г о  к р у г а  
н е в о з м о ж н о  п р е д п о л о ж и т ь ,  ч т о  пр и  о т с у т с т в и и  г р у б ы х  п р о с ч е т о в  и 
в с р е д н и х  у с л о в и я х  в и д и м о с т и  и з м е р е н н ы е  з н а ч е н и я  y/ м о г у т  д о с т и ­
г а т ь  п р е д е л ь н о й  в е л и ч и н ы  X1 =  или  X2 =  7 5 ° 1 8 Ч 5 " .
И з  п р и в е д е н н ы х  с о о б р а ж е н и й  с  н е с о м н е н н о с т ь ю  в ы т е к а е т ,  ч т о  
в д е й с т в и т е л ь н ы х  у с л о в и я х  и з м е р е н и я  н е з а в и с и м о й  с л у ч а й н о й  в е л и ­
чины X р а в е н с т в а
б у д у т  с о в е р ш е н н о  д о с т о в е р н ы м и  при з н а ч е н и я х  X1, X2, с и л ь н о  р г з  
н я щ и х с я  о т  — со ,  —j— с о .  Э т о  с в о й с т в о  д е й с т в и т е л ь н ы х  и з м е р е н и й  
н а в о д и т  на  м ы с л ь  з а м е н и т ь  о б щ е и з в е с т н ы е  з а к о н ы  Г а у с с а ,  т о ­
ч е ч н ы й  (1 )  и и н т е г р а л ь н ы й  (3), б л и з к и м и  к ним,  н о  б о л е е  в е р н ы м и  
з а к о н а м и .  О с н о в н а я  о с о б е н н о с т ь  э т и х  н о в ы х  з а к о н о в ,  к о т о р ы е  мы  
н а з о в е м  о б о б щ е н н ы м и  з а к о н а м и  Г а у с с а ,  б у д е т  з а к л ю ч а т ь с я  в 
т о м ,  ч т о  в н и х  з н а ч и т е л ь н о  т о ч н е е ,  ч е м  у  с а м о г о  Г а у с с а ,  у с т а н а в л и ­
в а ю т с я  т е  п р е д е л ы  X1, X2, к о т о р ы х  н а в е р н я к а  н е  д о с т и г н у т  в д е й с т в и -
т е л ь н ы х  у с л о в и я х  и з м е р е н и я  в о з м о ж н ы е  з н а ч е н и я  Xi н е з а в и с и м о й  с л у ­
ч а й н о й  в е л и ч и н ы  X. Э т и м  с а м ы м  мы д о б ь е м с я  б о л е е  т о ч н о й  о ц е н к и  д л я  
с т е п е н и  н а д е ж н о с т и  и з м е р е н н ы х  з н а ч е н и й  Xi с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  X. 
Н и ж е  д а е т с я  в ы в о д  с о о т в е т с т в у ю щ и х  о б о б щ е н н ы х  з а к о н о в  Г а у с с а .
П у с т ь  X1, X2- у к а з а н н ы е  в ы ш е  п р е д е л ы  в о з м о ж н ы х  з н а ч е н и й  X1 
н е з а в и с и м о й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и ы  Xt п о д л е ж а щ е й  н а ш е м у  и з м е р е н и ю .  
З н а ч и т ,  в д а н н ы х  у с л о в и я х  и з м е р е н и я  р а в е н с т в а
я в л я ю т с я  с о в е р ш е н н о  т о ч н ы м и ,  т о л ь к о  в и д  ф у н к ц и и  ф о с т а е т с я  п о ка  
н е у с т а н о в л е н н ы м .  Н е с к о л ь к о  у т о ч н я я  в и д  ф у н к ц и и  ф, мы п р и м е м  в 
с о о т в е т с т в и и  с  (1 )  и ( 3 ) ,  ч то
В е р  ( S = X 1) =  Of B e p ( S = X 2) =  0
В е р  (S =  X1) =  ф (X1) =  0 ,  В е р  (X =  X2) =  ф (X2) =  0 ( 5 )
B c p  iS =  х )  =  Ф (х)
j
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г д е  *  ( x )  — н е п р е р ы в н а я  и д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  ф у н к ц и я  о т  х .  К р о м е  
т о г о ,  ф у н к ц и я  * ( х )  д о л ж н а  о б л а д а т ь  т е м  с в о й с т в о м ,  ч т о  д л я  н е к о ­
т о р ы х  у с т а н о в л е н н ы х  и з  о п ы т а  з н а ч е н и й  X 1 =  X1 и X 2 =  X2 р а в е н с т в о
Xi
Вер (X1 ^ ;  ? <  X2) = ' F ( X 1 X2) =  ( Z )  d z =  I (8 )
я в л я е т с я  с о в е р ш е н н о  т о ч н ы м .  З н а ч е н и е  э т о г о  у с л о в и я  о ч е в и д н о .
Ж е л а я  п о л у ч и т ь  в д а л ь н е й ш е м  з а к о н ы  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о ­
с т е й  н е з а в и с и м о й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  £, б л и з к и е  к г а у с с о в с к и м  ( 1 ), 
( 3 )  и у д о в л е т в о р я ю щ и е  у с л о в и ю  ( 8 ), в ы б е р е м  п р е д е л ы  X1 и X3 т а к и м  
о б р а з о м ,  ч т о б ы
(Xi — с) =  (X2 с), (9 )
г д е  с=С1  с о г л а с н о  (2) .  У ч и т ы в а я  (9) ,  о п р е д е л и м  т е п е р ь  ф у н к ц и ю  
* ( л )  с о о т н о ш е н и е м
ф ( х )  =  В е р  (« =  х )  =  ср ( х )  —  <р (X1 ) =  ф ( х )  —  <р(Х2), (1 0 )
в к о т о р о м  ф у н к ц и я  ср ( х )  у с т а н а в л и в а е т с я  р а в е н с т в о м  (16) ,  в ы р а ж а ю ­
щ и м  т о ч е ч н ы й  з а к о н  Г а у с с а  в н е с к о л ь к о  о б о б щ е н н о м  в и д е .  П о э т о м у  
в м е с т о  ( 1 0 ) мы б у д е м  и м е т ь  б о л е е  р а з в е р н у т о
_  (1~C2L __ W-O22а1 2а1
Вер(Е =  х )  =  ф (х)==Ае — Ae =
_  (х -сг- __ A8-  с)1
=  Ae  ^  — Ae 2° , ( IOu)
г д е  А — н е о п р е д е л е н н ы й  п о к а  м н о ж и т е л ь .  Л е г к о  п р о в е р и т ь ,  ч т о
з а д а н н а я  та к и м  в ы р а ж е н и е м  ф у н к ц и я  * ( х )  у д о в л е т в о р я е т  т а к ж е  г р а ­
н и ч н ы м  у с л о в и я м  (5) .
С о о т н о ш е н и е  (IOa)  п р и  А — ( о | / 2  тс)-1=  Ar  д а е т ,  о ч е в и д н о ,  т у  ж е  
к р и в у ю  Г а у с с а ,  ч т о  и у р а в н е н и е  (1) ,  н о  т о л ь к о  о т н о с и т  э т у  к р и в у ю  к 
н о в о й  о с и  X j  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  т о ч к и  с к о о р д и н а т а м и  [X1, Cf(Xj)], 
[ ср (X3)] в с т а р о й  о т с ч е т н о й  о п о р е  Х У  (ри с .  І) .  Т ак  как  п р е д е л ы  Xb  
X2 б ы л и  в ы б р а н ы  нами п о д  у с л о в и е м  (9),  т о  <?.(%) “  ?  (^г)> и п о т о м у  
н о в а я  о с ь  Х ! п а р а л л е л ь н а  с т а р о й  о с и  X t н о  р а с п о л а г а е т с я  н е с к о л ь к о  
в ы ш е  е е .
У ч и т ы в а я  с к а з а н н о е ,  о т н е с е м  г а у с с о в с к у ю  к р и в у ю  ( 1 )  к н о в о й  
о т с ч е т н о й  о п о р е  Х ' У ,  д л я  к о т о р о й  с о г л а с н о  (5)
Y(X1) =  *  (X2) = O ,
и р а с с м о т р и м  ч а ст ь  э т о й  к р и в о й ,  с о д е р ж а щ у ю с я  м е ж д у  т о ч к а м и  
(Xb 0 ) ,  (X2, 0 )  е е  п е р е с е ч е н и я  с  о с ы о  X j  Т а к  как г а у с с о в с к а я  кривая  
( 1 )  к а с а е т с я  и с х о д н о й  о с и  X  в т о ч к а х + о о ,  — оо и о б р а з у е т  с э т о й  
о с ь ю  п л о щ а д ь  1 — у с л о в и е  (а ) ,  т о  у к а з а н н а я  в ы ш е  ч а с т ь  г а у с с о в с к о й  
к р и в о й  (1) с о с т а в и т  с с о о т в е т с т в у ю щ и м  о т р е з к о м  [X1, X2] н о в о й  о с и  X f 
п л о щ а д ь ,  м е н ь ш у ю  1 (рис.  Î ) .  М е ж д у  т е м ,  и с х о д я  из  д е й с т в и т е л ь н ы х  
у с л о в и й  и з м е р е н и я ,  мы у с т а н о в и л и ,  ч т о  н е з а в и с и м о  о т  з а к о н а  
р а с п р е д е л е н и я  * ( х )  н е з а в и с и м о й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  E
h
Вер (X, <  î <  >.j) =  'I' (fr, X,) = J ^  (x)dx  =  I . (8)
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П о л а г а я  п о э т о м у ,  ч т о  у с л о в и ю  (8 ) п о д ч и н я е т с я  т а к ж е  т о т  ч а с т н ы й  
в и д  ф у н к ц и и  ф ( х ) ,  к о т о р ы й  мы з а д а л и  с о о т н о ш е н и е м  ( 1 0 а) ,  н а й д е м  
и з  у с л о в и я  ( 8 ) н е о п р е д е л е н н ы й  м н о ж и т е л ь  Af в х о д я щ и й  в (1 0 а ) .  М ы  
б у д е м  и м е т ь
Xa (z- ср
В е р  (X1 +  \ <  X2) =  W (X1, X2) =  A ^ J e  ^  dz -
2®=* Г \
I * ) - 1-
X1
о т к у д а  п о л у ч и м  д л я  в ы ч и с л е н и я  А с л е д у ю щ е е  о к о н ч а т е л ь н о е  в ы ­
р а ж е н и е
/
X1 (Z-C)* Co-ср.
2°а ^ /' \ \  2з* е dz -  (л, - X1) е
... 1
( 1 1 )
В в о д я  з д е с ь  п о д с т а н о в к и
Z - с
t , . — k ( 1 2 )




t' . - J !
J  d t— ke 2 (13)
В ы р а ж е н и е  (13),  с  у ч е т о м  о б о з н а ч е н и й  (12) ,  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  м н о ж и ­
т е л ь  А , в х о д я щ и й  в (10а) ,  з а в и с и т  о т  т р е х  п а р а м е т р о в :  с, a, X1. П р и  
A3 =  — со э т о т  м н о ж и т е л ь  о б р а щ а е т с я  в Ar — (<* VrZrfr1. В ы ч и с л е н и е  
и н т е г р а л а ,  с о д е р ж а щ е г о с я  в ( 1 3 ) ,  б у д е т  р а с с м о т р е н о  н и ж е .
У т о ч н и в  м н о ж и т е л ь  Af в х о д я щ и й  в в ы р а ж е н и е  (IOa)  д л я  ф у н к ­
ции ф(х), в н е с е м  э т о  в ы р а ж е н и е  ф у н к ц и и  ф ( х )  в и с х о д н ы е  р а в е н с т в а  
(6 ), (7).  Т о г д а  мы п о л у ч и м  д в а  п р е о б р а з о в а н н ы х  р а в е н с т в а :









_  MrzSt -  +ZcAЪ* 2а*
е dz — (Xj — X1) e ( 1 5 )
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Т а к  как у к а з а н н ы е  п р е о б р а з о в а н н ы е  р а в е н с т в а  б ы л и  н а й д е н ы  н а д ­
л е ж а щ и м  в и д о и з м е н е н и е м  з а к о н о в  Г а у с с а  (1) ,  (3) ,  т о  эти  р а в е н с т в а  
(14),  ( і  5)  я в л я ю т с я  т е м и  о б о б щ е н н ы м и  з а к о н а м и  Г а у с с а ,  т о ч е ч ­
ным и и н т е г р а л ь н ы м ,  к о т о р ы е  мы х о т е л и  р а зы ск ать .  В х о д я щ и й  с ю д а  
м н о ж и т е л ь  А о п р е д е л я е т с я  с о г л а с н о  (13) .  Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  при  
F1 =  —  CO, F2 =  L  со эт и  о б о б щ е н н ы е  з а к о н ы  (14),  (15)  п р е в р а щ а ю т с я  
в о б ы ч н ы е  (1), (3) .
О б о б щ е н н ы м  з а к о н а м  Г а у с с а  (14) ,  ( 1 5 )  м о ж н о  п р и д а т ь  б о л е е
с ж а т ы й  и в м е с т е  с т е м  б о л е е  у д о б н ы й  д л я  в ы ч и с л е н и й  вид,  е с л и  
з а п и с а т ь  и х  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
/2 к'1
1) В е р  (î  =  хі — I  (х) =  А (  е 2 —  г 2 ) . ( І 4 а )
2) Вер (х, <  S <  Xi) =  vF (х„ х 2) =
г г А
А»
dt dt (X2 -  X1) e ( 1 5 а )
З д е с ь
I Xy-C /, A2- CAl =  E  ? h2 =  -E ? ( 1 0)
с а
a t, k и А о п р е д е л я ю т с я  с о о т н о ш е н и я м и  s'12) ,  ( 13 ) ,  п р и ч е м  д л я  с о ­
к р а щ е н и я  ч и с л а  о б о з н а ч е н и й  мы п о л о ж и л и
Ч т о  к а с а е т с я  и н т е г р а л о в  в и д а
I
d t , • (17)
т о  д л я  н и х  и м е ю т с я  п о д р о б н ы е  т а б л и ц ы ,  с о с т а в л е н н ы е  п о  а р г у м е к  
т у  h. К р о м е  т о г о ,  и н т е г р а л  (17 )  м о ж е т  б ы т ь  в ы ч и с л е н  н е п о с р е д с т  
в е и н о  с  п о м о ш . ь ю  р а з л о ж е н и й  [3]
I )  J e 2 dt = Y  2  J e-s'ds






2 ) J e  л d t = Y  2  / e  U s  -
O O
/ 2 г "  — - + = - (  i  Е _ | _  _ _ L J L _ — L i i A  + . .  \  ( i 9
K r / 2  I . (2r*j* (2r2)8 I
(2 0 )
h
V  2 '
Р я д  ( 1 8 )  д а е т  б ы с т р у ю  с х о д и м о с т ь  при г < 1  и о б е с п е ч и в а е т  в ы ч и с ­
л е н и е  и н т е г р а л а  ( 1 7 )  с  л ю б о й  с т е п е н ь ю  т о ч н о с т и ,  н о  п р и  г > 1 , 5  
с х о д и м о с т ь  э т о г о  р я д а  н а ч и н а е т  з а м е т н о  з а м е д л я т ь с я .  П о э т о м у  при  
г > -  2  и с п о л ь з у ю т  у ж е  р я д  (19),  ч л е н ы  к о т о р о г о  у м е н ь ш а ю т с я  д о  т е х  
п о р ,  п о к а  ч и с л о  и х  н е  п р е в з о й д е т  ( r 2 - f - l ) .  П о  э т и м  с о о б р а ж е н и я м  
н е  с л е д у е т  б р а т ь  м н о г о  ч л е н о в  р я д а  (19) .
З а м е т и м ,  что  е с л и  п р е д е л ы  Xl1X2 и н т е г р а л а  в р а в е н с т в е  (15 )  в ы ­
б р а н ы  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о
X1—С X2 С j / 1/? \
 1—  =  -X—  с= h, ( 1 6 а )
т о  в м е с т о  ( І 5 а )  мы б у д е м  и м е т ь  б о л е е  п р о с т о е  в ы р а ж е н и е
В е р  ( X l <  S <  х 2) =  W (Xj , х 2) =
/ h P **
2 Л о |  J e 2 dt — he
П о к о н ч и в  с  в ы в о д о м  о б о б щ е н н ы х  з а к о н о в  Г а у с с а  "(14), (1 5) ,  
о с т а н о в и м с я  на в о п р о с е  о  т о м ,  в к а к о й  с т е п е н и  в е р о я т н о с т и ,  п о д ­
с ч и т а н н ы е  п о  э т и м  о б о б щ е н н ы м  з а к о н а м  д л я  н е к о т о р ы х  х  и X l j X 2, 
о т л и ч а ю т с я  о т  с о о т в е т с т в у ю щ и х  в е р о я т н о с т е й ,  н а й д е н н ы х  с о г л а с н о  
о б ы ч н ы м  з а к о н а м  Г а у с с а  (1) ,  ( 3 ) .  С э т о й  ц е л ь ю ,  п о л ь з у я с ь  р а в е н с т в а ­
м и  ( 1 4 а )  и ( 1 5 а ) ,  п о д с ч и т а е м  в е р о я т н о с т и  <|>(х) и W ( X l f X 2)  при а =  2 
д л я  Jfe =  3 ,  4,  5  и з н а ч е н и й  а р г у м е н т а  Ai =  A2 =  A =  0;  0 , 5 ;  1 , 0 ; . . . ;  
4 . 5 ;  5 , 0 .  Д л я  с р а в н е н и я  в ы ч и с л и м  т а к ж е  с о г л а с н о  (1)  и (3 )  з н а ч е н и я  
в е р о я т н о с т е й  9  ( х )  и Ф{хІУ х2) п р и  о =  2 д л я  т е х  ж е  А. В  з а к л ю ч е н и е  
н а й д е м  с о о т в е т с т в у ю щ и е  р а з н о с т и  Д ф ( х )  и A W ( X b X2), г д е
Д ф ( х )  =  ф ( х )  — <?(х), A W ( x j ,  х 2) =  W ( x lf х 2) -  Ф  ( X n X 2) .  (2 1 )
И т о г  в ы ч и с л е н и й  п р е д с т а в л я е т с я  в т а б л .  1 и 2.
П р о с м о т р  э т и х  д в у х  т а б л и ц  п о к а з ы в а е т ,  что  п р и  A =  5  ф у н к ц и и  
Ф ( х )  и W ( х ь  х 2) с о в п а д а ю т  с  т о ч н о с т ь ю  д о  5 - г о  д е с я т и ч н о г о  зн а к а  
с  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  г а у с с о в с к и м и  ф у н к ц и я м и  <р(х) и Ф ( х п  х 2). О т с ю д а  
с л е д у е т ,  ч т о  д л я  н а д е ж н о й  о ц е н к и  в е р о я т н о с т е й  и з м е р е н н ы х  з н а ч е ­
ний  X i н е з а в и с и м о й  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  S д о с т а т о ч н о  б р а т ь  A =  4  и 
д а ж е ,  м о я { е т  б ы т ь ,  А =  3 .  П р и  э т о м  в д е й с т в и т е л ь н ы х  и з м е р е н и я х  
в р а в е н с т в а х  ( 1 4 ) ,  (15 )  и п р о и з в о д н ы х  о т  н и х  мы б е р е м  в м е с т о  п а ­
р а м е т р о в  с, а и х  н а б л ю д е н н ы е  з н а ч е н и я  х  и т, о п р е д е л я е м ы е  с о г л а с ­
н о  ( 2 а ) .
(1 5 6 )
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T а б л и ц л 1
З н а ч е н и я  ф у н к ц и й  % ( - * )  и '+{х)  =  у(х)  
(® =  2 )
h O 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4 ,5 5,0
k = 3. A3 =  0,20549
гз W 0,20321 0,17906 0,12232 0,06443 0,02553 0,00675 0,00000 — — — —
k =  4 Л4 =  0,199698
4ч (-*) 0,19963 0,17617 0,12103 0,06476 0,02696 0,00871 0,00215 0,00037 0,00000 — —
Â= .5. A 1 =  0,199474
R  W 0,19917 0,17604 0,12096 0,06476 0.02700 0,00876 0,00222 0,00044 0,000068 0,000008 0,000000
k ~  CO Лес =  Л / =  0,199171
lVcc (x) — P (x) 0,19947 0,17603 0,12096 0,06476 0,02700 0,00876 0,00222 0,00041 0,000067 0,000008 0.000001
A L3 - 0,00374 303 236 - 3 3 —147 —201 -222 - — —
A L4 0,00016 14 7 O —4 - 5 - 7 —7 —7 — —
% 5 OfOOOOO I O O O O 0 O O 0 O
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Т а б л и ц а  2
З н а ч е н и я  ф у н к ц и й  'I+ (X 1, х.г) и ITjo ( х ь  х2) =  Ф ( х ь  х 2)
( . =  2 )
Л-h
'I' к \
± 0 ,5 ± 1 ,0 — 1,5 ± 2 ,0 ±2,5 . ±3,0 ± 3,5 ± 4 ,0 ± 4 ,5 ± 5 ,0
k =^З. Л3 =  0,20549





4 =  0 ,199698
1,00000 — — —






0,99763 0,99970 1,00000 —
»'s 0,3830 0,6826 0,8664 0,9544 0,9876 0,99730 0,99950 0,99994 O,99999
1,000001
(1,000000)
k =  оо Лео =  Ar ~  0 ,199471
T оо “  ф 0,3830 0,6826 0,8664 0,9544 0,9876 0,99730 0 , 99950 0,99994 0,99999 0,999999
A Y 0,0070 115 124 105 70 0,00270 — — — —
A T 4 0,0003 5 6 6 4 0,00033 20 6 _ —
A T 6 0,0000 0 0 0 0 0,00000 ' 0 0 O 0,000001
В з а к л ю ч е н и е  о т м е т и м ,  что  з а м е н а  о б ы ч н ы х  з а к о н о в  Г а у с с а  а ) ,  
(3)  о б о б щ е н н ы м и  з а к о н а м и  ( 14 ) ,  ( I o )  п о з в о л и т  п о л у ч и т ь  б о л е е  т о ч ­
ные  о ц е н к и  в е р о я т н о с т е й
В е р  | А  В е р  ( ~  ^  z  )
сравнительно с теми, которые мы делаем, используя р а с п р е д е л е н и е  
С т ь ю д е н т а  и р а с п р е д е л е н и е  Z2 [4 ] .
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